POLYGONES REGULIERS

1) Définitions
On appelle polygone (de poly- : plusieurs et —gone : angle) une figure fermée constituée de segments.

Si n est un entier supérieur ou égal & 3, un polygone a n cbtés contient n segments et n sommets, qui sont les
extrémités des segments, chaque sommet étant commun a exactement deux cotés parmi les n.

On dit qu’il est croise si au moins deux cotés se coupent ailleurs qu’aux sommets. Sinon, il est dit non croisé.

Les polygonesa 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11 et 12 c6tés s’appellent respectivement des triangles, guadrilateres,
pentagones, hexagones, heptagones, octogones, ennéagones, décagones, hendécagones et dodécagones.

On appelle diagonale d’un polygone un segment joignant deux sommets non adjacents. On montre que, si n est le

s . n(n-3 - . .
nombre de cotés, le nombre de diagonales est % . Un polygone non croise est dit convexe si toutes ses

diagonales sont a I’intérieur de la surface délimitée par le polygone. Dans le cas contraire, donc si au moins une
diagonale est & I’extérieur du polygone (non croisé), il est dit non convexe, ou encore concave.

On appelle polygone régulier un polygone dont les c6tés sont de méme longueur mais aussi tel que les sommets sont
sur un méme cercle (on dit que ces points sont cocycligues). Le cercle est donc circonscrit au polygone.

Les polygones réguliers a 3 et 4 cotés s’appellent respectivement des triangles équilatéraux et des carrés.

Les rayons d’un polygone régulier sont les segments joignant les sommets au centre du cercle circonscrit au polygone.

n=3: n=4-: n=5: n=6: n=8: n=10:
Triangle C;rrél Pentagone Hexagone Octogone Décagone
équilatéral régulier régulier régulier régulier

Sy

N 4

Sy

I1) Quelques formules

. 360
La mesure de 1’angle au centre (entre deux rayons consécutifs) est oo = —.
n

La mesure de 1’angle entre deux co6tés adjacents est 3 =180 (n_—.?j .
n

. n-2
La mesure de 1’angle entre coté et rayon adjacent est y = % =90 (—j .

n
, N 180
La longueur de 1’apothéme® est OH = Rcos| — |.
n
, . . o 180
La mesure de I’angle entre rayon et apothéme adjacente est 6 = PR
n
La longueur d’un coté est S;S, = 2Rsin(@j .
n
L’aire totale de I’intérieur du polygone est S, = n R?sin 360 . Le dessin Ci'dessus est dans le cas de
2 I’octogone régulier (n = 8), les mesures
d’angles sont exprimées en degrés,

e . (180 i '

Le périmétre du polygone est P, =2n R sin ) et R est le rayon du cercle circonscrit.

(*) : Le triangle (OS,S,) étant isocéle en O, la hauteur [OH] coupe [S;S, ] en son milieu H.

La longueur OH s’appelle I’apothéme du polygone régulier. C’est le rayon du cercle inscrit du polygone, ¢’est-a-
dire du cercle passant par tous les milieux des cotés et aussi tangent a ces cotés.




111) Quelques valeurs particuliéres (avec R = 1)

n nom a | B| vy |9 S,S, OH S, P,
triangle 1_ 33
3 | equilateral | 120] 60| 30 | 60 | V3 ~173 5 =05 == 130 33 ~5,20
, J2
4 carré | 90 | 90 | 45 | 45 J2 =141 - ~0,71 2 42 ~566
5 [pemagone | 7o |yog | gy | gg [V10-245 ) 165 ooy | 510425 ) o) 5V10-26 o
régulier 5 ' 4 3 ) > )
hexagone *%) V3 N 3\/_ -
6 | gutior | 60 120 60 | 30 1 =087 NG 2,60 6
t
8 | Segulier | 45 |135(675|225| 2-J2 ~077 2; 2 002 242 ~2,83 822 ~6,12
10 dg‘;alﬂ?:re 36 [144| 72 | 18 J§2—1 <062 | V10+2V5 ~0,05 510-25 294 5(J§—1) ~6,18
4 4

(**) : L’hexagone régulier est donc le polygone régulier dont le rayon et le c6té ont méme longueur. 1l est donc

constitué de six triangles équilatéraux.

V) Constructions de polygones réguliers

1) Le triangle équilatéral

Construction n°1 :
1. On place deux points distincts A et B.
2. On trace le segment [AB].
3. On trace le cercle de centre A passant par B.
4.
5
6
7

Construction n°2 :
1. Dans un repeére dit orthonormal (axes perpendiculaires et unités identiques

3. Le triangle (ABC) est équilatéral.

2
Propriété utilisée : Ona AD =g et BD = 1—(—1) =—

Ne

On trace le cercle de centre B passant par A.

. Ces deux cercles se coupent en deux points, dont I’un est noté C.
. On trace les segments [AC] et [BC].
. Le triangle (ABC) est équilatéral.

sur les deux axes), on trace le cercle dit « trigonométrique », de centre O,

origine du repére, et de rayon 1.

Les coordonnées (x ; y) de tout point du cercle vérifient x* + y* =1,

d’apres le théoréme de Pythagore.

Ce cercle coupe les axes de coordonnéesen A, A4, l et I’
2. On trace la médiatrice de [O4 ], qui coupe le cercle en B et C.

Donc BC_2><—

2

Na
>

3. De plus, grace au théoréme de Pythagore,

ona: AB =+/AD? + BD? = / = /3, et AC = AB, par

symeétrie par rapport a (44°). Donc les tr0|s cotes ont méme longueur.




2) Le carré

Construction :

On trace le cercle trigonométrique et on place les quatre intersections
avec les axes de coordonnées. (S,S,S,S,) estun carré.

3) Le pentagone régulier

Construction :

1. 1 est le milieu de [OA].

2. J est le milieu de [Ol].

3. Keest le milieu de [OB].

4. Le cercle de centre J passant par K coupe 1’axe des abscisses en M et N.

5. Les droites parall¢les a I’axe des ordonnées passant par M et N coupe le
cercle trigonométrique en quatre des cing sommets du pentagone régulier.

Explication : Dans un repére orthonormal, tragons le cercle trigonométrique de centre O et de rayon 1. S, a pour

coordonnées (1 ; 0), et A, I et J ont pour abscisses respectives —1, —% et —% . Le point K a pour ordonnée %

2 2
La longueur JK vaut donc 1 +1 =1/i+l=\/Ezﬁ.OrJK=JM,doncOM=£—1=E.
4 2 16 4 16 4 4 4 4

Plagons-nous dans le triangle (OMS, ), rectangle en M. On a: cos(MOSz)z ggﬂ

J5-1
4

=OM car S, estsur le cercle
2

trigonométrique. Comme ? =72, il reste a prouver que cos(72°): , Ce qui sera prouvé plus tard.

4) L’hexagone régulier

Construction n°1 :
On peut tracer I’hexagone régulier a partir d’un triangle équilatéral.
1. On trace les trois médiatrices des trois cotés du triangle équilatéral.

2. Elles recoupent le cercle en les trois points supplémentaires servant &
tracer 1’hexagone régulier.




Construction n°2 ;

Une particularité (vue précédemment) de I’hexagone régulier est que la
longueur du coté est égale au rayon du cercle circonscrit.

5) L’octogone régulier

Construction :
On peut tracer 1’octogone régulier a partir d’un carré.
1. On trace les quatre médiatrices des quatre c6tés du carre.

2. Elles recoupent le cercle en les quatre points supplémentaires servant a
tracer I’octogone régulier.

6) Le décagone régulier

Construction :

On peut tracer le décagone régulier a partir d’un pentagone régulier.

1. On trace les cing médiatrices des cing c6tés du pentagone.

2. Elles recoupent le cercle en les cing points supplémentaires servant a tracer

le décagone régulier.

V) Exercices sur des polygones réguliers autour d’un polygone régulier

Dans chacun des cing cas suivants, un polygone régulier (en gris) de longueur de c6té 1 est entouré de polygones
réguliers tous identiques. Déterminer I’aire du plus grand polygone obtenu en joignant les points extérieurs,
puis calculer le quotient de 1’aire du polygone initial et du grand polygone.
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