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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A : modélisation par une fonction

Le demi-contour de la face supérieure du palet sera modélisé par une portion de la courbe de la fonction
2
x“-2x-2-3Inx

f définiesur 10; +oo[ par: f(x) =

1. Soit ¢ la fonction définie sur J0; +oo[ par: ¢(x) = x2-1+3Inx.
a. * ¢(1)=1>-1+3In1=0

limx*>-1=-1

x—0

linollnxz—oo

x>0

. donc lirrol x*>—1+3Inx = —oo et donc lin&(p(x) =—00

x>0 x>0

3
b. Lafonction ¢ est dérivable sur10; +oo[ et ¢'(x) =2x+ — >0sur]0; +oo[.
X

Donc la fonction ¢ est strictement croissante sur ]0; +oo[.

On sait que ¢(1) = 0 et que la fonction ¢ est strictement croissante sur 10 ; +oo[, donc on en
déduit que :

e p(x)<0surlO; 1[; e p(x)=0pour x=1; e p(x)>0sur]l; +ool.

2. a. ¢ Limitede fenO.

lin})xZ —2x-2=-2
X— . 2 B
lim3lnx = —oco donc lxlg(}x —-2x—-2-3Inx=+o00 .
))cc:g x>0 donc lxl£1’01 f(x) =400
lin(}x:Oetx>0 x>0
0
2 Inx

e Limite de f en +oo: on écrit f(x) sous la forme f(x) =x-2—-—-3—.
X b

lim x-2=+o00

X—+00
lim — =0 i =
nc lim =+
x—+00 X donc x—'+oof(x) 0
. Inx
lim — =
x—+00 X

b. Lafonction f est dérivable sur]0; +oo[ et sa dérivée est égale a :

X 2x2—2x-3—-x2+2x+2+3lnx

f, (x) = =

x2 x?2

(2x—2—§) xx—(x*-2x-2-3Inx)x1

_x*—1+3lnx _ @(x)
B x2 X2

12-2-2-3In1 _

La fonction ¢ s’annule pour x = 1; on calcule f(1) =

1
f’ est du signe de @ ; on établit le tableau de variation de f :
X 0 1 +00
f'w - 0 +

+00 +00

f \ /
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c. La fonction f est continue et strictement décroissante sur ]0; 1]; lin(} f(x)=+ocoet f(1) =
o

x>0

—3 < 0. D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation f(x) = 0
admet une solution unique dans l'intervalle 10; 1]. On appelle « cette solution.

Remarque : on peut aussi faire directement référence au tableau de variation de la fonction f
pour répondre a cette question.

En tulisant le solveur de la calculatrice, on trouve a ~ 0,41.

On admettra que I'équation f(x) = 0 a également une unique solution f sur [1 ; +oo[ avec
B ~3,61 21072 pres.

1 3
d. Soit F la fonction définie sur 10 ; +oo[ par: F(x) = Exz —2x-2Ilnx- > (Inx)2.

La fonction F est dérivable sur ]J0; +oo[ et:
, 1 1 3 1 2 Inx 2x*-2x-2-3lnx
F'(x)==x2x-2-2x——-—-|2x—=xInx|=2x-2—-—--3— = = f(x).
2 x 2 X X
Donc la fonction F est une primitive de f surJ0; +oo[.

X X

Partie B : résolution du probleme

Pour obtenir la forme de la goutte, on considere la
courbe représentative € dela fonction f restreinte
alintervalle [a ; 8] ainsi que son symétrique ¢’
par rapport a I’axe des abscisses.

Les deux courbes € et €’ délimitent la face su-
périeure du palet. Pour des raisons esthétiques, 2 @
le chocolatier aimerait que ses palets aient une 31
épaisseur de 0,5 cm.

Soit 2 le domaine hachuré délimité par la courbe €, 'axe des abscisses et les deux droites d’équations
x=a et x= . Sur l'intervalle [a; B], la fonction f est négative, donc l'aire de & est :

B
oA = —f f)dx = - (F(B) - F(@) = - (F(3,61) — F(0,41)) = 5,60 unités d’aire (U.A.).

Laire dl(f domaine compris entre les deux courbes est 2/ = 11,20 U.A

Une unité d’aire est égale a 2 cm? donc l'aire entre les deux courbes vaut environ 22,40 cm?.
L'épaisseur du palet doit étre de 0,5 cm donc le volume du palet est d’environ 22,40 x 0,5 = 11,20 cm3,
Le volume, en cm?, de 80 palets est donc 80 x 11,20 = 896 < 1000, donc la chocolaterie peut fabriquer 80
palets avec 1000 cm?3, soit 1 litre de chocolat liquide.

EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats
1. a AC+AE =AC +CG = AG
b. AG - BD = (A + AE) - BB = AC - BB + AT - BD
¢ [AC] et [BD] sont les deux diagonales du carré ABCD donc les deux droites (AC) et (BD)
sont perpendiculaires; on en déduit que AC - BD =0.
¢ Ladroite (AE) est perpendiculaire au plan (ABD) donc les vecteurs AE et BD sont ortho-
gonaux; on en déduit que AE - BD =0;
Donc AG - BD = AC - BD + AE - BD =0. Onendéduitqueﬁlﬁi
c. On admet que AG - BE =0 donc AG L BE.

Les vecteurs BD et BE sont deux vecteurs directeurs du plan (BDE); le vecteur AG est ortho-

gonal a deux vecteurs directeurs du plan (BDE) donc le vecteur AG est orthogonal au plan
(BDE).
On en déduit que la droite (AG) est orthogonale au plan (BDE).
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3. Lespace est muni du repere orthonormé (A; E , ﬁ, ﬁ)

a. E = E + ﬁ = E + E + E donc le vecteur E a pour coordonnées (1; 1; 1).
D’apres la question 1. c., la droite (AG) est orthogonale au plan (BDE) donc le vecteur E est
un vecteur normal au plan (BDE).
Le plan (BDE) est I'ensemble des points M (x; y; z) tels que A_d 1 ﬁ/[)
Le point B a pour coordonnées (1; 0; 0) doncle vecteur BMa pour coordonnées (x—1; y; z).
AGLBM <> AG-BM =0 < (x—-1)x1+yx1+zx1=0 < x+y+z-1=0
Le plan (BDE) a donc pour équation x+ y+z—1=0.
b. ¢ Ondétermine une représentation paramétrique de la droite (AG).
Cette drﬂe passe par le point A de coordonnées (0 ; 0; 0) et a pour vecteur directeur le
vecteur AG de coordonnées (1; 1; 1).

X =1
La droite (AG) a donc pour représentation paramétrique:< y = ¢t avecte€R
z =1

* Le point K d’intersection de (AG) et (BDE) a ses coordonnées qui sont solutions du sys-

X =1
=1
téme : y
z =1
X+y+z-1=20

1
On déduit de ce systeme que t+ t+t—1=0donc que ¢ = 3
. . 1 1 1
Le point K a donc pour coordonnées (5 ; 3 ; §)
c. On admet que I'aire, en unité d’aire, du triangle BDE est égale a «f = TR
1
Le volume de la pyramide BDEG est donné par la formule 7 = = x h x &/ ol h est la hauteur

de la pyramide issue de G. d’apres les questions précédentes, cette hauteur h est la longueur

GK.
1 V2 (1 )\ (1 .\ 4 4 4 12 2V3

GK=1\/|=z-1| +[=z-1] +[z-1) =y\/=+=+==\/—=——.
3 3 3 9 9 9 9 3
1 2v3 3 1

Donc 7 = — x \/—x\/——z—.
3 3 2 3

EXERCICE 3 3 points

Commun a tous les candidats
Partie A :

Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous dans lequel on a rajouté le centre de chaque classe :

Nombre de bacté-

ries (en milliers) [100; 120[ | [120;130[ | [130;140[ | [140;150[ | [150;160[ | [160; 180[

Centre de la classe 110 125 135 145 155 170
Nombre de préle-

1597 1284 2255 1808 1345 1711
vements

ATaide de la calculatrice et en utilisant le centre de chaque classe, on peut estimer, pour le nombre de
bactéries par prélevement, la moyenne a 140,21 et I'écart-type a 19,16.

Partie B :

Lorganisme décide alors de modéliser le nombre de bactéries étudiées (en milliers par ml) présentes
dans la creme fraiche par une variable aléatoire X suivant la loi normale de parameétres u = 140 et 0 = 19.
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1. a. Ce choix de modélisation est pertinent car on a trouvé une moyenne de 140,21 et un écart-
type de 19,16 dans la partie A.

b. Ala calculatrice, on trouve p=P(X > 160) = 0,146.

2. Lors de l'inspection d’'une laiterie, I'organisme de contrdle sanitaire analyse un échantillon de
50 prélévements de 1 ml de créme fraiche dans la production de cette laiterie; 13 prélevements

13
contiennent plus de 160 milliers de bactéries, ce qui fait une fréquence de f = i 0,26.

a. Pour voir s'il y a une anomalie dans la production avec une probabilité de 0,05 de se tromper,
on va utiliser un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %.

n=>502>30,np=50x0,146 =7,3 >5et n(1—p) =50 x (1-0,146) = 42,7 > 5 donc les condi-
tions pour qu'on détermine l'intervalle de fluctuation sont vérifiées :

Vpa- V-
Ios=|p— 1,96M P+ LQGM
NG NG
v/0,146(1 - 0,146) v/0,146(1—0,146)
=0,146-1,96 ,0,146+1,96 ~ [0,048 ; 0,244]
v/50 v/50

La fréquence f = 0,26 trouvée dans ’échantillon n’appartient pas a I'intervalle Io5 donc on
peut supposer qu’il y a une anomalie dans la production avec une probabilité proche de 0,05
de se tromper.

b. Avec une probabilité de 0,01 de se tromper, il faut utiliser 'intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 99 % que 'on obtient en remplagant dans I'intervalle précédent 1 g5 = 1,96
par up,01 =2,58:

Vpa- Vpa-
Vvn Vn
v/0,146(1 - 0,146) v/0,146(1 - 0,146)
=|0,146-2,58 ,0,146+ 2,58 ~ [0,017 ; 0,275]
V50 V50

Lafréquence calculée de 0,26 dans I’échantillon appartient al'intervalle Igg donc!’organisme
n’aurait pas pu affirmer qu’il y avait une anomalie avec une probabilité proche de 0,01 de se
tromper.

EXERCICE 4 3 points
Commun a tous les candidats

Dans le plan complexe muni d'un repere orthonormé direct (O ; U, v ), on considere les points A et B

d’affixes respectives zp =2e'% et zg =2e'4

2,,
B v2|c | A
i
1,,
%
v M,
v
1 1 1
-1 0 w1 |8 2
%
_¥2 M,
_1 €
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Méthode 1

e OnaOA=|zp| =2;de méme
* OB =|zp| =2. OA = OB le triangle est isocele en O.

— 3m n 2n =« .
* OnaAOB = argzg —argzp = 2 112 : le triangle est rectangle en O.
Conclusion : le triangle OAB est rectangle isocéle en O.
Méthode 2

e OnaOA=|zpl=2;

* OB =|zg|=2;0onadonc OA =0B =2 :le triangle OAB est isocele en O;
« AB =z zal = [2¢1F —2¢1F| =[2(el¥ o)
ela (ei%—1)|.

Ore'Z =i, donc puisque |e
OA=2|i—-1/=2V12+12=2v2.0Onadonc:
OA?+0B%2=22+22=8et

AB? = (2v2)* =22 x2 =8,

Donc OA? + OB? = AB? = 8 : d’apres la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle OAB
est rectangle en O.

31 iZ
=2lels —el2

2

iz
13

=1:

Méthode 3
Onazg=2eiF =20l (F+¥) —0ei(3+¥) — 2ei% xeif,

Donc zg =iza ; en exploitant cette égalité en termes de modules et d’arguments :
* |zgl=lizal = [ix |zal, donc |zg| = |zal, soit OB = OA;
. . T R
* argzp = argi+ argza, soit argzg = > +argza, ce qui signifie que

(ﬁ ; ﬁs’) = g Le triangle OAB est rectangle en O.

2. D’apres la question précédente le triangle AOB est inscrit dans le cercle centré au milieu de [AB],

ST s 31
ZA+ 2 2e'1 +2e'1 . 3
soit en C d’affixe 2B _ =ell +elT,

. i _ T, tein T 2 .
Onsaitquee's —cosZ+1s1nZ—7+17 et

i3z 3T | iei 3 V2 V2
el =c0sT+1s1nT=——+1—,donc
2 2

V2 V2 V2 V2
=—4i———+i—=

iv2.
2 2 2 2 V2

Rem. On pouvait aussi calculer :

eif yel¥f =eif (1+ei%) =elf (1+i) = (@ +i§)(1+i) = @ +1%2 +i
On a donc CO = |CO| = V2.

Le cercle circonscrit au triangle OAB et donc centré en C et a pour rayon v/2.

Equation (E) :onaA=6-8=-2= (iv2)".

Cette équation a donc deux solutions complexes conjuguées z; et z, affixes des points M et My :

<C

SN
|
SN
I
=

V6-iv2
. ZIZT.
Le carré de la distance du point M; d’affixe z; au point C est :
2 2 2
6—iv2 6—-i3v2 6 [3v2 39
|Z1—ZC|2= %—lﬁ = ¥ :Z+(T\/_) =5+5=6.DOHCCM1=\/6¢\/§.

On pouvait éviter le calcul en remarquant qu'un point de partie imaginaire négative ne peut ap-
partenir au cercle.
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_VB+iv2
= PR
Le carré de la distance du point M, d’affixe zp au point C est :

2 2
6+iv2 6—iv2 6 2 8
M—iﬁ = M’ ——+—=Z=2.DonCM2=\/§,donclepointM2

o 22

|zo — z |2 = =
2 2 2 11
appartient au cercle circonscrit au triangle AOB

EXERCICE 5 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Un biologiste souhaite étudier I'évolution de la population d'une espéce animale dans une réserve.

Partie A : un premier modele

Dans une premiére approche, le biologiste estime que la population croit de 5% par an.

1. Augmenter de 5%, c’est multiplier par 1+ %O = 1,05; la suite (v,) est donc géométrique de pre-
mier terme vy = 12 et de raison g = 1,05.
Donc, pour tout 7, ona: v, = vg x g" = 12 x 1,05".

2. 1l faut regarder si ce modele permet de limiter la population a 60000 individus, autrement dit
chercher 7 tel que v, > 60; on résout I'inéquation :
Vp>60 < 12x1,05" >60 < 1,05" >5 < In(1,05") > In(5)

In(5)
<~ nIn(1,05) >In(5) < n>
In(1,05)
In(5
I ?1( 0)5) =~ 32,99 donc pour n = 33 c’est-a-dire en 2049, la population dépassera 60 000 individus.
nil,

Ce modele ne répond donc pas aux contraintes du milieu naturel.

Partie B : un second modele

Le biologiste modélise ensuite ’évolution annuelle de la population par une suite (u,) définie par

up = 12 et, pour tout entier naturel n, U4+ = — 665 u% +1,1uy,.
L s . P L1,
1. On considere la fonction g définie sur R par g(x) = —@x +1,1x.
. P ! 171 )
a. Lafonction g est dérivable sur Ret g'(x) = ~ 505 x2x+1,1=-— 5x+ 1,1.
, 2,2 2,2 1,1 x 605
gxX)>0 = ——x+11>0 <= 1,1>—x — —>x < x<3025
605 605 2,2

Donc g’'(x) > 0 sur [0; 60] donc g est croissante sur [0; 60].

b. On résout dans R I'équation g(x) = x:

1,1 1,1 1,1
g =x = ——x*’+Llx=x & ——x*+0,1x=0 x(——x+0,1

=0
605 605 605

1,1 1,1

— x=0ou—-—x+0,1=0 <<= x=00ul0,l=—x < x=00u0,1x
605 60

<~ x=0o0ux=55

2. Onremarquera que uy+1 = g (Uy).
a. u; =gup) =g02)=12,938
Avec ce modele, on peut estimer la population a 12938 individus en 2017.
b. Soit £, la propriété 0 < u, < 55.

¢ Initialisation

Pour n=0, up =12 et 0 < 12 < 55 donc la propriété est vraie au rang 0.
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e Hérédité
On suppose que le propriété est vraie au rang n > 0, c’est-a-dire que 0 < u; < 55; c’est
I'hypothese de récurrence.
Or0e [0; 60] et55€ [0; 60] ; de plus on sait que le fonction g est croissante sur [0; 60]
donc de 0 < u, < 55, on peut déduire que g(0) < g(uy) < g(55).
Les nombres 0 et 55 sont solutions de ’équation g(x) = x donc g(0) =0 et g(55) =55; de
plus, g(un) = uni1.
Donc g(0) < g(uy,) < g(65) équivaut a 0 < up4; < 55 et on a donc démontré que la
propriété était vraie au rang n + 1.

¢ Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0; d’apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout n > 0.

On a donx démontré par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 55.

. Pour tout n, Uy — Uy = —ﬂui +1,1u, —u, = —ﬂui +0,1u, = u, (—ﬂun +0,1
605 605 605
, 605 1,1
ZMHXE —Ltn+0,l><ﬁ 2@1/!”(55—14”)

On sait que 0 < u, < 55 donc 55— u;, > 0 donc % U, (55—uy) = 0.

On a donc démontré que u,+1 — U, = 0 pour tout n donc la suite (u,) est croissante.

. La suite (u,) est croissante et majorée par 55 donc, d’apres le théoréme de la convergence
monotone, la suite (u,) est convergente.

. On admet que la limite ¢ de la suite (i) vérifie g(¢) = ¢ donc elle est solution de I'équation
g(x)=x.

L'équation g(x) = x n'admet que 2 solutions : 0 et 55.

La suite (u,,) est croissante et 1y = 12 donc la limite ¢ de la suite est supérieure ou égale a 12.

On en déduit donc que ¢ = 55 ce qui signifie que, selon ce modeéle, la population va tendre
vers 55000 individus.

3. Lebiologiste souhaite déterminer le nombre d’années au bout duquel la population dépassera les
50000 individus avec ce second modele.

On complete I'algorithme afin qu’il affiche en sortie le plus petit entier r tel que u, > 50:

n un entier naturel

u un nombre réel

n prend la valeur 0

u prend la valeur 12

Tant Que u < 50
u prend la valeur 1,1u —
n prend la valeur n + 1

Fin Tant Que

Afficher n

Variables

Traitement

L1 2
605 U

Sortie

EXERCICE 5

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

5 points

1. Onnote pla probabilité qu'un joueur solitaire un jour donné passe dans1'équipe A le jour suivant.

1
D’apres le texte, un joueur solitaire garde ce statut avec une probabilité de - donc il change de

1
statut avec une probabilité de 1 — =z

6
7

On sait de plus qu'il rejoint 'équipe B avec une probabilité 3 fois plus élevée que celle de rejoindre

1
I'équipe A; la probabilité de changer d’équipe se répartit donc en 1 pour rejoindre I'équipe B et 1

pour rejoindre I'équipe A.

Amérique du Sud
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1 6 3
La probabilité de rejoindre I'équipe A est donc de 257 1

9
Celle de rejoindre I'équipe B est 3 fois plus élevée donc égale a —.

2. a. Oncomplete le graphe probabiliste :

()
3
1 0,2
025 9
14
0,2
0,6 CA/_\BQ 0,6
\_//

N

0,15
3 3 1
5 20 4
b. Onadmet que la matrice de transitionest 7= 1 2 1]
3 9 1
4 14 7

Pour tout entier naturel n, on a donc U, = U, T.
On appelle &, la propriété : U,, = Uy T".
¢ Initialisation
Pour n =0, T? est la matrice identité d’ordre 3 donc Uy = Uy T°.
La propriété est donc vérifiée pour n = 0.
o Hérédité
On suppose la propriété vraie pour n > 0, c’est-a-dire U, = UpT"; c’est 'hypothese de
récurrence.
Uns1=UnT=(UoT" T = UpyT""!
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0; d’apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout n > 0.

On a donc démontré par récurrence que, pour tout naturel n, U, = Uy T".
c. Aubout d'une semaine, c’est-a-dire de 7 jours, I’état probabiliste est
U;=UpT" =~ (0,338 0,457 0205).
3. Onpose V=(300 405 182).
a. En utilisant la calculatrice, on trouve que VT = V.

b. Un état stable est une matrice S=(a b s) quivérifiealafoisa+b+s=1etST=S.
D’apres la question précédente, on peut dire que la matrice

300 405 182
(300 405 182) = —— | est la matrice correspondant a

~ 300+405+ 182 887 887 887

I'état stable du systeme.

4. On donne 'algorithme suivant, oi1la commande « U[i] » renvoie le coefficient de la i-eme colonne
d’une matrice ligne U.
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Variables k un entier naturel

U une matrice de taille 1 x 3
T une matrice carrée d’ordre 3

Traitement | U prendlavaleur (0 0 1)

3 3 1
5 20 4
1 3 1
T prend la valeur = %
3 9 1
14 14 7
Pour k allantde 1 a7
U prendlavaleur UT

Fin Pour

Sortie

Afficher U[1]

a. Lavaleur numérique arrondie au milliéme affichée en sortie de I'algorithme est le coefficient
de la 1™ colonne de U7 soit 0,338 (voir question 2.c.).

Ce nombre de 0,338 correspond ala fréquence des joueurs dans’équipe A au bout de 7 jours.

b. Onmodifie l'algorithme pour qu’il affiche la fréquence de joueurs solitaires au bout de 13 jours:

Variables k un entier naturel
U une matrice de taille 1 x 3
T une matrice carrée d’ordre 3
Traitement | U prendlavaleur (0 0 1)
3 3 1
5 20 4
Tprendlavaleur | 1 3 1
3 9 1
14 14 7
Pour k allantde 1a 13
U prend la valeur UT
Fin Pour
Sortie Afficher U|[3]

Amérique du Sud

21 novembre 2017



